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Численное моделирование. На рис. 1, 2 
схематически изображена проходная муфель-
ная печь, в центре которой вертикально распо-
ложен стальной муфель – плоская труба с тол-
щиной стенок 10 мм. Поперечное сечение тру-
бы 300×600 мм имеет прямоугольную форму с 
радиусными закруглениями по бокам. Стенки 
печи в поперечном сечении имеют квадратную 
форму и представляют собой четырехслойную 
конструкцию из шамотного кирпича, легковес-
ного шамота, асбестового листа и стального 
корпуса печи.  
 
 
 
Рис. 1. Фрагмент вертикального сечения муфельной печи. 
Общий принцип действия муфельной печи по нагреву  
                                          стружки 
 
Стальная стружка загружается в муфель 
сверху с начальной температурой Tsc,0 = 20 °С и 
равномерно перемещается вниз. У основания 
печи в топке расположены дутьевые газовые 
горелки, в которых сжигается определенное 
количество природного газа. Горячие дымовые 
газы поднимаются вверх в пространстве между 
стенками печи и муфеля (печное или рабочее 
пространство), нагревая их посредством радиа-
ционного и конвективного механизмов тепло-
переноса. От стенок муфеля тепловой поток 
передается стружке. При нагреве стружки про-
исходят постепенный нагрев и испарение СОЖ: 
воды и масла. Пары воды и масла через щеле-
вые отверстия в муфеле удаляются в печное 
пространство, где происходит частичное сжи-
гание паров масла. 
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Рис. 2. Расчетная схема печи: L1 = 137,5 мм; L2 = 220,0 мм; 
L3 = 357,0 мм; L4 = 357,5 мм; L5 = 357,0 мм; L6 = 150,0 мм; 
L7 = 877,0 мм; Rin = 150 мм; Hmuf = 12,5 мм; Hasb = 5 мм;  
                                         Hmet = 5 мм 
 
Задача состоит в том, чтобы найти опти-
мальную высоту печи, которая при производи-
тельности 2 т/ч позволяет прогреть стружку до 
средней конечной температуры 700 °С, затра-
тив при этом минимальное количество природ-
ного газа. 
Моделирование процесса нагрева стружки 
является очень сложной задачей, поскольку 
требует решения сопряженной задачи, вклю-
чающей в себя нестационарный нагрев стружки 
в муфеле, испарение СОЖ в объеме стружки, 
радиационно-конвективный теплообмен в вы-
сокотемпературной газовой среде рабочего 
пространства, теплоперенос в футеровке печи. 
Сопряженность означает, что все перечислен-
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ные процессы происходят одновременно и 
представляют собой подзадачи, результаты ре-
шения которых должны использоваться как 
граничные условия для других задач. 
Численное решение поставленной задачи в 
трехмерной постановке требует построения 
пространственной сетки с шагом около 1 см. 
Тогда для описания всей печи с габаритами 
1,7×1,7×(2,5−5,0) м необходима пространствен-
ная сетка с числом узлов около 10 млн. Время 
прохождения стружки по муфельной трубе – 
20–30 мин. Тогда только для одного вариан- 
та начальных параметров потребуется около 
100 тыс. шагов по времени. К сожалению, такая 
задача, помимо чисто технических трудностей 
при написании компьютерной программы, тре-
бует и огромного времени счета, что непри- 
емлемо. 
Рассмотрим возможность упрощения задачи 
и ее решения в двумерной постановке. Оценим 
cоотношение тепловых потоков в стружке в 
вертикальном и горизонтальном направлениях. 
Примем характерную высоту печи, равную 3 м. 
По условиям задачи на этой высоте необходимо 
нагреть стружку до 700 °С. Тогда вертикальный 
градиент температуры в стружке 
680
3
dT
dz
≈ ≈  
≈ 230 К/м. Характерное значение теплопровод-
ности стружки составляет λsc ≈ Вт/(м⋅К). Тогда 
тепловой поток в вертикальном направлении по 
порядку величины qz = –λsc 1
dT
dz
≈  кВт/м2. Ха-
рактерная величина теплового потока в гори-
зонтальном направлении определяется главным 
образом тепловым излучением от дымовых га-
зов и горячих стенок печи. Приняв характер-
ную температуру дымовых газов и стенок рав-
ной 700 °С, оценим тепловой поток на стружку 
как 40
1 37,6
2y
q T≈ σ ≈  кВт/м2. Таким образом, 
тепловой поток в горизонтальном направлении 
более чем на порядок превосходит тепловой 
поток в вертикальном направлении. Принимаем 
двумерную модель, при которой теплоперенос 
рассматривается в поперечном сечении печи, в 
вертикальном направлении им можно прене-
бречь. Погрешность, которая вносится при пе-
реходе от трехмерной к двумерной постановке, 
равна /z yq q ≈2–3 %. 
Зональная модель. Для постановки задачи 
воспользуемся зональной моделью [2, 3]. Сущ-
ность зональных методов заключается в делении 
излучающей системы на зоны и замене непре-
рывного распределения температур и физиче-
ских характеристик прерывным, состоящим из 
конечного числа однородных участков (зон). 
При этом поверхность границы системы под-
разделяется на n изотермических оптически од-
нородных непрозрачных поверхностных зон, а 
объем V, заполненный излучающей и поглоща-
ющей средой, – на m изотермических оптически 
однородных объемных зон. В рассматриваемом 
случае это позволяет понизить размерность за-
дачи до двумерной. 
Основой зональной модели является уравне- 
ние переноса энергии в рабочем пространстве 
печи, которое в нестационарном режиме имеет 
вид [5] 
 
, ,
( )
div ( ) ( ) grad ( )gp g g p g g g g g
T r
c c r T r T r
t
∂
 ρ + ρ ϑ − λ = ∂
 
 ( ) div ( ).c rq r q r= −                   (1) 
 
Данное уравнение описывает сопряженный 
теплообмен между дымовыми газами, муфель-
ной трубой и футеровкой (стенками) печи. Все 
коэффициенты (1) зависят от координаты r и 
температуры дымовых газов Тg. Для его реше-
ния необходимо знать: 1) распределение скоро-
стей ( )rϑ  газовых потоков в объеме печи;  
2) объемную плотность тепловых источников 
( );cq r  3) объемную плотность радиационных 
div rq  источников; 4) условия теплообмена на 
граничных поверхностях. 
Всю печь по высоте разобьем на N одинако-
вых зон (рис. 3) так, что если высота всей печи 
равна Hf, то высота каждой из зон dh = Hf /N. 
Характерная высота зоны для сохранения точ-
ности счета и поддержания достаточно высокой 
скорости расчетов должна составлять около  
0,1 м. Зоны (расчетные области печи) нумеру-
ются сверху вниз в направлении перемещения 
стружки. При этом допускаем, что газы пере-
мешиваются в каждой зоне равномерно, так что 
отсутствует температурная неоднородность в 
поперечном сечении зоны. При таком допуще-
нии температура дымовых газов зависит только 
от одной вертикальной координаты z.  
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Рис. 3. Зональная модель работы муфельной печи 
 
Тогда для каждой отдельной зоны запишем 
балансное соотношение, представляющее со-
бой закон сохранения энергии: 
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Здесь iz∆  – высота i-й зоны печи. Первое 
слагаемое в левой части уравнения представля-
ет собой изменение энтальпии дымовых газов, 
пришедших в i-ю зону из (i–1)-й зоны; второе – 
это теплота, выделившаяся при сгорании паров 
масла в данной зоне. В правой части уравнения 
стоят стоки теплоты: cvQ  и rQ  – конвективный 
и радиационный тепловые потоки от дымовых 
газов на тепловоспринимающие поверхности в 
данной зоне, [Вт/м]; третье и четвертое слагае-
мые – тепловая мощность в расчете на единицу 
высоты печи, которую необходимо затратить, 
чтобы нагреть пары масла и воды, образовав-
шиеся в данной зоне, до температуры сме- 
си дымовых газов ,
1 ( ) ;ig g i
V
T T dV
V
= ∫∫∫ r  (0)oilT  и 
(0)
watT  – температуры кипения масла и воды при 
нормальных условиях; ,oil iMδ  и ,wat iMδ  – мас-
сы масла и воды, испарившихся в i-й зоне, в 
расчете на единицу высоты печи. Более по-
дробно уравнение для температуры дымовых 
газов будет рассмотрено ниже. 
На первый взгляд (2) кажется простым и 
может быть сразу разрешено относительно igT . 
Однако для нахождения ряда величин, входя-
щих в данное уравнение (а именно ,rQ  ,cvQ  
, ,oil iMδ  ,wat iMδ ), необходимо решить слож-
нейшую сопряженную задачу радиационно-
конвективного теплообмена в муфельной печи. 
Модель нагрева стружки. Одним из 
наиболее важных и в то же время сложных 
процессов является внутренний теплообмен в 
пространстве муфеля. Хотя основную массу 
(95–97 %) составляет металл стружки, СОЖ 
также играет важную роль в теплообмене, по-
скольку его составляющие (вода и масло) испа-
ряются, а теплота испарения достаточно суще-
ственна в общем балансе тепловой энергии. 
Как уже было отмечено [1], внутренний 
теплообмен можно рассматривать как тепло-  
и массоперенос взаимопроникающих контину-
умов соответственно металла, воды и масла  
с учетом изменения агрегатного состояния по-
следних, а также паров воды и масла, выходя-
щих через отверстия в стенках муфеля в топку 
(рабочее пространство) печи. При этом движе-
ние паров масла и воды осуществляется 
навстречу движению стружки (принцип проти-
вотока). Это движение описывается сложными 
процессами фильтрации с учетом избыточного 
давления паров и сопротивления материала 
стружки. Однако если отверстия для выхода 
паров расположены достаточно часто, то, как 
будет показано ниже, фильтрация не играет 
существенной роли в теплообмене. Следует 
отметить, что суммарная теплоемкость СОЖ 
составляет несколько процентов от теплоемко-
сти металла стружки, а теплота испарения, иг-
рающая более значительную роль (~10–20 %), 
может быть учтена в рамках более простой мо-
дели квазиоднородной дисперсной среды, об-
ладающей некоторыми усредненными свой-
ствами. Рассмотрим подробнее все эти вопро- 
сы, связанные с внутренним теплообменом в 
муфеле. 
При нагреве стружки происходит испарение 
СОЖ. Мы будем рассматривать два основных 
компонента, входящие в СОЖ, – воду и масло. 
Процесс испарения жидкости с внутренней по-
верхности пористого тела в общем случае опи-
сывается сопряженной системой дифференци-
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альных уравнений второго порядка для полей 
температуры и влагосодержания материала [4], 
которая в одномерном случае имеет вид: 
 
{ }
, , ,(1 )
(1 ) ;
s p s g p g g p g g
fg f s g
T Tc c c W
t x
TJ L
x x
∂ ∂ − ε ρ + ερ + ρ =  ∂ ∂
∂ ∂ = − + λ − ε + λ ε ∂ ∂ 
 (3) 
 
( )
;
2 /
ev g
fg
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J
RT M
ε ρ −ρ
=
π
                    (4) 
 
0 ;g
KW p= − ∇
µ
                       (5) 
 
( )
.g g fg
W
J
t x
∂ρ ∂ ρ
ε + =
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                 (6) 
 
Здесь ε  – пористость стружки; S – удельная 
внутренняя поверхность стружки, 1/м; Jfg – по-
ток испаряющегося вещества в единице объема 
среды, кг/(с⋅м3); Wg – скорость фильтрации па-
ров через пористое тело, м/с; Lf – теплота испа-
рения жидкости, Дж/кг; ρ , ρg ev  – плотность 
паров жидкости в точке и плотность насыщен-
ных паров данной жидкости соответственно;  
K0 – проницаемость стужки, м2; μ  – динамиче-
ская вязкость паров жидкости, кг/(м⋅с). 
Уравнение (3) представляет собой уравне-
ние энергии, (4) – закон Герца-Кнудсена для 
потока паров жидкости, испаряющейся с по-
верхности тела с температурой T, (5) – закон 
Дарси (уравнение фильтрации), (6) – закон со-
хранения массы (уравнение неразрывности). 
Решение задачи об испарении СОЖ при нагре-
ве стружки в постановке (3)–(6) требует знания 
большого числа коэффициентов, характеризу-
ющих пары СОЖ. Эти коэффициенты, к сожа-
лению, невозможно найти в справочной лите-
ратуре. Учитывая, что содержание СОЖ в 
стружке невелико (2–3 %), мы можем упро-
стить модель испарения СОЖ. Для этого вы-
полним ряд оценок. 
Площадь поперечного сечения муфельной 
трубы Smuf = 0,153 м2, а периметр сечения – Lmuf =  
= 1,5 м. Характерная величина теплового пото-
ка, падающего на муфельную трубу, составляет 
около q = 20 кВт/м2. Если в стружке содержит-
ся массовая доля watp  = 1,5 % воды, то на еди-
ницу высоты муфельной трубы при насыпной 
плотности стружки ρsc = 900 кг/м
3 приходит- 
ся ρwat muf sc watM S p= ≈  2 кг/м. Для ее испаре- 
ния необходимо затратить энергию watQ = 
wat watM L= = 2 кг/м ⋅ 2260 кДж/кг = 4,52 МДж/м. 
Тогда, если считать, что при достижении тем-
пературы кипения воды вся энергия, падающая 
на муфельную трубу, идет на испарение воды, 
то продолжительность этого процесса составит 
wat
evap
muf
Qt
qL
≈ ≈  150 с. Это означает, что вся вода 
должна испариться за время порядка 2–3 мин. 
Такая средняя интенсивность процесса испаре-
ния позволяет воспользоваться однотемпера-
турной моделью, в которой стружка и СОЖ до 
испарения имеют одинаковую температуру,  
а также не рассматривать детальную кинетику 
испарения СОЖ. 
Оценим скорость ухода паров СОЖ из 
стружки в рабочее пространство печи. Для вы-
сокопористого тела удельная поверхность мо-
жет быть найдена по формуле: 6(1 ε) / sS d= − , 
где sd  – характерный размер твердых частиц, 
образующих скелет пористого тела. Приняв 
ε 0,9=  и 2sd ≈  мм, имеем S ≈ 300 м
–1. Прони-
цаемость пористого тела может быть оценена 
как 3 20 ε / 5K S= ≈ 1,6 ⋅ 10
–6 м2. Вязкость угле-
кислого газа, который является одним из ос-
новных компонентов дымовых газов, при тем-
пературе 200 °С и давлении 1 атм составляет 
μ = 2,2 ⋅ 10–5 кг/(м⋅с) [6]. Тогда даже при гради-
енте давления в 1 Па/м пары испарившейся 
СОЖ будут удаляться в рабочее пространство 
печи со скоростью около 10 см/с. Максималь-
ное расстояние 15–20 см от центра муфельной 
трубы до ее края пары жидкости пройдут за 
время 1–2 с. Эти оценки позволяют при расчете 
принять допущение, что пары СОЖ удаляются 
из муфеля в рабочее пространство печи мгно-
венно. 
Важной составной частью модели является 
учет изменений энтальпии воды и масла, по-
скольку они испытывают фазовые превраще-
ния, и их процентное содержание изменяется. 
Вообще говоря, при кипении жидкости изменя-
ется соотношение жидкой и газообразной фаз,  
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а температура держится постоянной, равной 
температуре кипения. При этом задача состоит 
в определении неизвестной границы зоны ки-
пения, что является очень сложной численной 
задачей. С точки зрения численных расчетов, 
значительно более удобной выглядит схема,  
в которой теплота фазовых переходов L учиты-
вается с помощью модифицированной тепло-
емкости [7]. Тогда для описания испарения во-
ды и масла мы воспользуемся известным при-
ближением для решения задачи Стефана 
(задача с движущимися границами). В этом 
приближении теплота испарения жидкости 
включается в эффективную теплоемкость в уз-
ком температурном диапазоне в окрестности 
точки испарения. 
Пусть ( , )wat x yϕ  – концентрация воды в точ- 
ке (x, y), ( , )oil x yϕ  – концентрация масла в дан-
ной точке, а watT  и oilT  – температуры кипения 
воды и масла соответственно. Тогда для эффек-
тивной теплоемкости стружки можем записать: 
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Данное выражение для теплоемкости удо-
влетворяет закону сохранения энергии. Для 
массовых долей стружки, воды, масла и газа в 
поровом пространстве справедливо соотноше-
ние: 
 
 
( , ) ( , ) 1;sc gas wat oilx y x yϕ + ϕ + ϕ + ϕ =        (8) 
( , ) 0, если ( , ) ;
2
wat
wat wat
Tx y T x y T ∆ϕ = > +  
 
( , ) 0, если ( , ) .
2
oil
oil oil
Tx y T x y T ∆ϕ = > +  
 
Температурные интервалы ,watT∆  oilT∆  вы-
бираются из соображений корректности чис-
ленного счета. 
Будем полагать далее, что теплообмен внут-
ри муфеля осуществляется в рамках модели 
пористой среды, описываемой законом Фика с 
некоторым эффективным коэффициентом теп-
ловодности .efλ  Для кондуктивной составля-
ющей теплопереноса воспользуемся формулой 
(13), для лучистой – (31), а конвективной со-
ставляющей будем пренебрегать. Тогда для 
каждой зоны печи нагрев стружки внутри му-
фельной трубы может быть описан нестацио-
нарным двумерным уравнением теплопровод-
ности: 
,
( , , )( ) ( )
( ) ( , , )
( ) ( , , ) ,
sc
p ef sc sc sc
ef sc sc
ef sc sc
T x y tc T T
t
T T x y t
x x
T T x y t
y y
∂
ρ =
∂
∂ ∂ = λ + ∂ ∂ 
 ∂ ∂
+ λ ∂ ∂ 
           (9) 
 
где ,p efc  определяется (7). В силу симметрии 
задачи мы можем рассматривать только четвер-
тую часть сечения печи, как это показано на 
рис. 3. Тогда на границах BO и OC могут быть 
поставлены адиабатические граничные усло-
вия: 
0;ef
BO
T
n
∂
λ =
∂
    0.ef
OC
T
n
∂
λ =
∂
       (10) 
 
Граничные условия для уравнения (9) на 
границе BC получаются из условия непрерыв-
ности теплового потока внутри и снаружи му-
феля 
.ef rad con in
BC
T q q q
n
∂
λ = + =
∂
           (11) 
 
Здесь ,rad conq q  – радиационный и конвек-
тивный потоки, падающие на поверхность му-
феля в i-й зоне печи. Нахождение этих потоков 
представляет собой отдельную задачу, о кото-
  (7) 
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рой речь пойдет ниже. Здесь мы отметим лишь 
один момент. Стенка муфеля является доста-
точно тонкой (ее толщина составляет 10 мм). 
Сам муфель не перемещается, и после прогрева 
печи и выхода ее на стационарный тепловой 
режим работы он находится в квазистационар-
ных тепловых условиях. Это означает, что теп-
ловой поток, падающий на поверхность му-
фельной трубы со стороны дымовых газов, бу-
дет равен потоку, падающему на границу 
стружки со стороны стенки муфельной трубы. 
Тогда температура поверхности стружки sc BCT  
и температура наружной поверхности муфель-
ной трубы связаны в рамках предлагаемой мо-
дели следующим уравнением: 
 
( )1 ,in muf sc BC
muf
q T T
R
= −              (12) 
 
где /muf muf mufR H= λ  – тепловое сопротивление 
стенки муфельной трубы. 
Начальным условием для первой зоны печи 
является условие равенства температуры струж-
ки во всем сечении начальной температуре 
 
,00( , ) .sc sctT x y T= =                   (13) 
 
Далее стружка перемещается последова-
тельно и равномерно по всем зонам печи, так 
что распределение температуры стружки по 
поперечному сечению муфеля на выходе из  
(i – 1)-й зоны является начальным распределе-
нием температуры стружки для i-й зоны. 
Таким образом, дивергенция потока тепло-
ты расходуется на изменение энтальпии (теп-
лосодержания) единицы объема дисперсной 
среды (стружки). Движение стружки предпола-
гается стационарным со скоростью v, постоян-
ными во времени остаются также все другие 
параметры стружки. Скорость перемещения 
стружки определяется производительностью 
установки P (кг/ч), насыпной плотностью 
стружки scρ  и площадью сечения муфельной 
трубы mufS  
.
3600 sc muf
Pv
S
=
ρ
                     (14) 
 
Время пребывания стружки в отдельно взя-
той зоне печи высотой iz∆  определяется как 
/ .i it z v∆ = ∆  Так, для рассматриваемой кон-
струкции печи производительностью 2000 кг/ч 
скорость перемещения стружки равна 4 мм/с,  
а время пребывания стружки в зоне высотой  
10 см – 25 с. 
Модель теплопереноса в высокотемпера-
турном рабочем пространстве печи. При 
температурах дымовых газов 500–1000 °С доля 
теплового излучения в общем тепловом балан-
се может составлять до 70–80 %. Поэтому об-
щий подход к моделированию процесса нагрева 
стружки в муфельной печи состоит в том, что-
бы как можно более точно учесть перенос из-
лучения, а конвективный теплоперенос описать 
в приближении средней по сечению скорости 
дымовых газов и закона Ньютона для тепло- 
обмена. 
Расчет переноса излучения в высокотемпе-
ратурном рабочем пространстве муфельной 
печи требует учета таких факторов, как селек-
тивность излучения, поглощение и рассеяние 
участвующих в процессе газовых компонент; 
процессы многократного переизлучения; слож-
ная геометрия излучающего объема и ограни-
чивающих его поверхностей. Точное определе-
ние характеристик лучистого теплообмена тре-
бует решения уравнения переноса излучения 
[8]. При условии локального термодинамиче-
ского равновесия данное уравнение выражает 
закон сохранения энергии при ее распростра-
нении в поглощающей, излучающей и рассеи-
вающей среде. Это уравнение имеет вид 
 
[ ]
4
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ( ))
( ) ( , , ) ( , ) ,
4
l I r l r r I r l r B T r
r p r l l I r l d
λ λ λ λ λ λ
λ
λ λ
π
∇ + χ + σ = χ +
σ ′ ′ ′+ Ω
π ∫
 
 
где λ ( , )I r l  – спектральная интенсивность излу-
чения в точке r в  направлении l; χ ( ),rλ  ( )rλσ – 
спектральные коэффициенты поглощения и 
рассеяния соответственно; λ ( )B T  – спектраль-
ная интенсивность излучения черного тела при 
температуре Т; λ ( , , )p r l l′  – индикатриса рассе-
яния излучения при его взаимодействии с эле-
ментарным объемом среды. 
Граничные условия к (15) определяются 
процессами излучения и отражения на гранич-
ных поверхностях. В общем виде эти условия 
могут быть записаны в форме [11] 
(15) 
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0( ) 0
2
( , ) ( , )
1 ( , , ) ( , )( ) ,
l nI M l I M l
M l l I M l l n d
λ λ− <
λ λ
π
= +
′ ′ ′ ′+ ρ Ω
π ∫
      (16) 
 
где λ ( , , )M l l′ρ  – спектральный коэффициент 
отражения границы; 0λ ( , )I M l  – спектральная 
интенсивность собственного или пропущенно-
го извне излучения в точке M  границы; n – 
внешняя нормаль к границе. 
Для расчета переноса излучения необходи-
мо на основе решения уравнений (15), (16) для 
поля интенсивностей излучения определить две 
вспомогательные энергетические величины, 
необходимые для последующего вычисления 
температуры среды, а именно объемную плот-
ность радиационных источников теплоты 
div rQ  в каждой точке среды и локальные плот-
ности результирующего радиационного потока 
( )rwq P  на тепловоспринимающие поверхности 
(футеровки и муфеля). Вычисляются эти харак-
теристики с использованием следующих соот-
ношений: 
 
0 4
div ( ) 4 ( ( )) ( , ) ;rQ r B T r I r l d d
∞
λ λ λ
π
 
= χ π − Ω λ  
 
∫ ∫  (17) 
 
( )
0
2
( )
( , )( ) ( ) ;
r
W
W
q M
I M l ln d B T M d
∞
λ
λ λ
π
= ε ×
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( , ) ( ).
m
s m
reW
m g m res m
T r tq r t T
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T T r t q r
∂
= −λ =
∂
= α − +
        (19) 
 
Эти уравнения должны решаться с учетом 
внутренней геометрии муфельной печи и опти-
ческих свойств среды (прежде всего, печных 
газов) в инфракрасном диапазоне. Как правило, 
достаточно рассмотрения спектрального диа- 
пазона 1−7 мкм, на долю которого приходит- 
ся 95 % теплового излучения для температур 
500−1500 °С печной среды. 
Отметим, что для решения уравнения пере-
носа излучения нами использовался численный 
метод, разработанный М. Л. Германом [9, 10]. 
Численное решение данного уравнения вклю-
чает в себя кусочно-аналитические решения на 
элементах пространственного разбиения рас-
четного объема. Основой указанного метода 
является комбинация метода дискретных орди-
нат [11] и трассировки луча [11, 12]. В послед-
нем случае интенсивность излучения определя-
ли вдоль траектории луча с учетом оптических 
и геометрических свойств среды и граничной 
поверхности путем использования кусочно-
аналитических решений (14). Для простран-
ственной дискретизации расчетной области ис-
пользовали метод конечных элементов [13], что 
позволило описывать сложные конфигурации и 
сохранять совместимость с расчетными схема-
ми для других механизмов переноса энергии. 
Для корректного расчета переноса излу- 
чения внутри печи необходимо знание оптиче-
ских характеристик дымовых газов в достаточ-
но широком спектральном диапазоне. В дан- 
ной работе мы следовали подходу, изложенно-
му в [10]. 
В состав продуктов сгорания природного 
газа, которым отапливается рабочее простран-
ство печи, входят молекулярные газы (СО, CO2, 
H2O и др.). Эти газы оптически активны в ин-
фракрасной области спектра. Традиционные 
методы расчета излучательной способности 
смеси газов требуют больших затрат машинно-
го времени, что связано с необходимостью 
суммирования по малым спектральным интер-
валам порядка 10–3 см–1.  
Для расчета излучательной способности 
смеси молекулярных газов для задач моделиро-
вания режимов работы газопламенных печей 
необходим метод, который при хорошей точно-
сти расчета обеспечивает небольшое время сче-
та. Для этих целей оптимальной является мето-
дика, описанная в [14]. В этой работе вычисле-
ние спектрального коэффициента поглощения 
дымовых газов проводится по формуле 
 
2 2
1
( ) ( )0,3( , ) exp ( ) ,
gN
i i
i i
i
B CT p A
tt t=
λ λ χ λ = λ + +  
∑    (20) 
 
где t = 0,001 T; pi – парциальное давление i-го 
газа в смеси; (λ)iA , (λ)iB  и (λ)iC  – эмпириче-
ски подобранные коэффициенты, полученные 
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на основе анализа большого массива экспери-
ментальных данных [15]. Формула (20) приме-
нима в диапазоне температур 300–3000 К, при 
этом ошибки аппроксимации не превышают  
10 %. Данный подход является наиболее опти-
мальным по соотношению точность – универ-
сальность. 
Конвективный теплообмен в муфельной 
печи. Конвективный теплообмен в муфельной 
печи составляет от 5 до 20 % в общем балансе 
энергообмена, поэтому он может быть учтен в 
рассматриваемой модели посредством закона 
Ньютона. Тогда мощность суммарных конвек-
тивных потерь cvQ  на тепловоспринимающих 
поверхностях печи внутри рабочего простран-
ства в (21) может быть определена интегриро-
ванием по данным поверхностям в пределах 
зоны 
 
 
( ), ( ) ( ) .
i
cv i g g w
S
Q T z T z dS= α −∫∫          (21) 
 
Температуры газа ( )gT z  и поверхностей 
( )wT z  (имеются в виду внутренняя поверхность 
стен и поверхность муфельной трубы) опреде-
ляются из решения соответствующих задач, 
речь о которых пойдет ниже. Теперь нас инте-
ресует определение коэффициентов конвектив-
ного теплообмена. Общий подход состоит в 
использовании зависимости критерия Нуссель-
та (безразмерного коэффициента конвективно-
го теплообмена) от чисел Рейнольдса, Прандтля 
и Грасгофа. 
В проблеме расчета тепловых режимов про-
ходных печей в качестве характерного про-
странственного размера efL  выбирают эквива-
лентный диаметр печи, который равен диамет-
ру круга, имеющего такую же площадь про- 
ходного сечения: 
 
4
.furef ef
S
L D= =
π
                  (22) 
 
В рассматриваемом случае Sfur = 0,897 м2 и 
≈efD  1,07 м. Число Нуссельта определяется 
как Nu / λ ,cv ef gasD= α  число Рейнольдса – Re = 
/ ,efUL= ν  число Прандтля – Pr / gasa= ν = νρ × 
× , / λp gas gasc , Грасгофа – 
3 2Gr / .efg L T= β ∆ ν  Здесь 
αcv  – коэффициент конвективного теплообмена 
газа и твердой поверхности, Вт/(м2⋅К); U – ско-
рость движения дымовых газов внутри печи, 
м/с; g – ускорение свободного падения, м/с2; β – 
термический коэффициент объемного расши-
рения (для идеальных газов он равен β = 1/T);  
a – температуропроводность дымовых газов;  
ν – коэффициент кинематической вязкости ды-
мовых газов, м2/с. 
Для определения критерия Нуссельта внут-
ри печи в [18] предложены следующие соотно-
шения: 
 
0,33 0,43
0,4 0,8
0,15 Pr Re , Re 2000;
Nu
0,023 Pr Re , Re 2000.
 ζ <= 
ζ >
   (23) 
 
В данном выражении фигурирует попра-
вочный коэффициент ζ (величина порядка еди-
ницы), который зависит от соотношения длины 
печи (в нашем случае высоты) и эффективного 
диаметра туннеля печи Def. Значения этого ко-
эффициента приведены в [16]. Так, для Hfur/Def =  
= 1 – ζ = 1,9; 5 – ζ = 1,44; 10 – ζ = 1,28. 
Оценим коэффициент конвективного тепло-
обмена, который дает эта формула примени-
тельно к рассматриваемой конструкции печи: 
температура дымовых газов gasT = 800 °С; тем-
пература тепловоспринимающих поверхностей 
wallT = 600 °С; скорость дымовых газов U =  
= 1 м/с; соотношение высоты печи к ее эффек-
тивному диаметру печи 4.fur
ef
H
D
=  Для выбран-
ной Tgas: ρgas =
 0,33 кг/м3; ,p gasc =1264 Дж/(кг
 ⋅ K); 
λgas = 0,09 Вт/(м ⋅ К);  ν = 1,3 ⋅ 10
–4 м2/c;  a =  
= 2,16 ⋅ 10–4 м2/c. Тогда: Re 8230;≈  Pr 0,6.≈  По 
(23) Nu 43,2,≈  что дает αcv ≈ 3,63 Вт/(м
2⋅К). 
Теплоперенос в стенках печи (квазиста-
ционарное приближение). При моделирова-
нии тепловых режимов печи нас интересуют 
прежде всего установившиеся режимы, когда 
вся конструкция печи прогрета и имеет стацио-
нарное распределение температуры. Для расче-
та таких режимов можно воспользоваться ква-
зистационарным приближением. В рамках это-
го приближения тепловой поток, падающий на 
стенку печи со стороны дымовых газов, равен 
потоку, который отдает наружная поверхность 
стенки в окружающее пространство. 
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Стенка печи состоит из четырех слоев  
(рис. 4): 1 – слой шамота 1L = 230 мм; 2 – слой 
легковесного шамота L2 = 150 мм; 3 – лист ас-
беста 3L = 5 мм; 4 – стальной лист 4L = 5 мм. 
Обозначения для температур на границах слоев 
приведены на рис. 4. Каждый из четырех слоев 
имеет свое тепловое сопротивление в направ-
лении распространения теплового потока. Эти 
сопротивления определяются следующими вы-
ражениями: 
 
1 1 1/ ;R L= λ   2 2 2/ ;R L= λ   3 3 3/ ;R L= λ  
4 4 4/ .R L= λ                          (24) 
 
 
qin qout 
 Tin 
 T12  T23 
 T34  Tout 
 1  2  3  4 
 L1  L2  L3 L4 
 Hin 
 
Рис. 4. Геометрическая схема расчета теплового поля  
в ограждающей конструкции печи 
 
Теплопроводности слоев в (24) берутся при 
средней температуре в данном слое, например 
12 23
2 2 .2
T T+ λ = λ  
 
 В силу симметрии мы мо-
жем рассмотреть только половину стенки, как 
это показано на рис. 4. Геометрия стенок рас-
сматриваемой печи такова, что площадь внут-
ренней поверхности меньше, чем площадь 
наружной. Чтобы учесть это обстоятельство в 
нашей модели, введем следующие обозначения: 
 
1 1;inH H L= +   2 1 2;H H L= +   3 2 3;H H L= +  
 
3 4.outH H L= +                       (25) 
Задача состоит в том, чтобы по известной 
плотности теплового потока, падающего на 
внутреннюю поверхность стенки, определить 
температуры на границах всех четырех слоев и 
наружной поверхности печи. Тогда можем за-
писать следующую систему уравнений для рас-
чета температурного поля в стенке печи в ква-
зистационарном приближении: 
 
{ }4 40 0( ) ( ) ;
in in out out
out out out out out
q H q H
T T T T H
= =
= α − + ε σ −
 (26) 
 
34 3
4
;
2
out out
out out
T T H Hq H
R
− + =  
 
      (27) 
 
34 3 23 34 3 2
4 3
;
2 2
out outT T H H T T H H
R R
− + − +   =   
   
 (28) 
 
23 34 3 2 12 23 2 1
3 2
;
2 2
T T H H T T H H
R R
− + − +   =   
  
 (29) 
 
12 23 12 12 1
2 1
.
2 2
in inT T T T H HH H
R R
− − ++    =   
   
 (30) 
 
Здесь T0 – температура окружающей среды; 
αout  – коэффициент конвективного теплообме-
на для наружной поверхности печи Вт/(м⋅К); 
εout  – степень черноты наружной поверхности 
печи. Можно видеть, что для нахождения тем-
ператур на границах слоев необходимо решить 
систему из пяти нелинейных уравнений. Нели-
нейность здесь связана не только с четвертой 
степенью температуры в (26), но и с зависимо-
стью от температуры теплопроводности и сте-
пени черноты. Для системы (26)–(30) падаю-
щий тепловой поток считается заданным пара-
метром. Однако этот поток определяется из 
решения задачи радиационно-конвективного 
теплообмена внутри печи, так что падающий на 
стенку поток зависит от ее температуры. По-
этому при численном решении всей сопряжен-
ной задачи теплообмена использовалась итера-
ционная процедура, в которой последовательно 
уточнялись температура на внутренней поверх-
ности печи и падающий на эту стенку поток до 
достижения определенной точности. 
Для того чтобы закончить обсуждение во-
проса о квазистационарной модели расчета 
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температурного поля в стенке печи, нам необ-
ходимо рассмотреть способ определения коэф-
фициента конвективного теплообмена для 
наружной поверхности печи. Теплообмен для 
наружных стенок печи будет определяться со-
отношением для свободноконвективного теп-
лообмена, приведенным в [17]: 
 
1/ 6
1/ 4 6
1/3 6 10
Nu 0,96Ra , Ra (1,200);
Nu 0,54Ra , Ra (200,8 10 );
Nu 0,15Ra , Ra (8 10 , 3 10 ).
= ∈
= ∈ ⋅
= ∈ ⋅ ⋅
  (31) 
 
Здесь ,Nu out ef w
gas
Lα
=
λ
 – критерий Нуссельта; 
3
, 0( )Ra ef w out
air air
g L T T
a
β −
=
ν
 – критерий Рэлея; g – 
ускорение свободного падения; β – термиче-
ский коэффициент объемного расширения (для 
идеальных газов β = 1/T); aira  – температуро-
проводность воздуха; airν  – коэффициент ки-
нематической вязкости воздуха. Все коэффици-
енты в (31) должны вычисляться при темпера-
туре 0( ) / 2outT T T= + , характерный размер 
стенки ,ef wL  определяется как отношение об-
щей площади боковой поверхности стенки к ее 
периметру. Для рассматриваемой печи ,ef wL ≈   
≈ 0,36 м. Тогда для температуры наружной по-
верхности 120 °C и температуры окружающей 
среды 20 °C имеем следующую оценку: 
52,6 10aira
−= ⋅  м2/с; 51,85 10air
−ν = ⋅  м2/с; Ra ≈  
≈ 1,46 ⋅ 108; Nu ≈ 79 и соответственно outα ≈   
≈ 6,23 Вт/(м2⋅К). 
Тепловой режим дымовых газов. Расчет 
динамики движения дымовых газов в рассмат-
риваемой печи в общем случае требует реше-
ния трехмерного уравнения Навье – Стокса, 
сопряженного с трехмерным уравнением для 
температуры газа. Как было показано выше, 
конвективный теплообмен в общем тепловом 
балансе печи составляет 10–20 %. Тогда мо-
дель, описывающая динамику дымовых газов  
с погрешностью в 10–15 %, приводит к по-
грешности в расчете общего баланса печи на 
уровне 1–3 %. Поэтому, с точки зрения поиска 
оптимальной высоты печи путем моделирова-
ния, такая погрешность вполне приемлема, при 
этом движение и теплообмен в дымовых газах 
целесообразно описывать в рамках той же зо-
нальной модели. 
В рассматриваемой печи существует не-
сколько источников поступления дымовых  
газов: 
1) дымовые газы, образующиеся при сжига-
нии природного газа в горелках. Теоретическое 
количество сухого воздуха, необходимое для 
полного сгорания сухого газообразного топли-
ва, определяется согласно методике, описанной 
в [18]. Оно равно Vgas = 10,48 (нм3 воздуха на 
нм3 газа). Принимая плотность воздуха 1 кг/м3, 
а плотность газа 0,7 кг/м3, получим более  
универсальную характеристику Vgas = 14,97 ≈ 
≈15 (кг воздуха на кг газа). В нашей модели 
предполагается, что газ в горелках сжигается  
с коэффициентом избытка воздуха αgas; 
2) пары воды, если она присутствует в 
СОЖ; 
3) дымовые газы, образованные при частич-
ном сжигании испарившегося масла. В рас-
сматриваемой печи сжигается масло И-20 (C – 
86,5 %; H2 – 12,8 %; N2 – 0,4 %; O2 – 0,25 %; S – 
0,03 %; W – 0). Расчет количества воздуха, не-
обходимого для сжигания данного масла по 
методике, изложенной в [18], дает величину 
oilG  = 11,075 ≈11 (кг воздуха на кг масла). 
Рассмотрим подробнее процесс сгорания 
паров масла после их испарения в муфеле и по-
падания в рабочее пространство печи. Пусть 
плотность паров масла равна (0)ρoil . При избытке 
окислителя (в данном случае это кислород воз-
духа) и температуре окружающего прост- 
ранства T горение газообразного топлива мо-
жет быть описано следующим уравнением [19]: 
 
 
(0)
0 exp .oil oiloil oil
d EW k
dt RT
ρ  = = ρ −  
       (32) 
 
Здесь скорость экзотермических химиче-
ских реакций описывается зависимостью Арре-
ниуса; 0k  – предэкспоненциальный множитель, 
с–1; oilE  – энергия активации реакции, Дж/моль. 
Для горения метана CH4, который по своим 
свойствам близок к парам масла [20], эти кон-
станты равны: 0k = 2,62 ⋅ 10
8 с–1; E = 130 кДж/моль. 
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Если ввести в рассмотрение степень конверсии 
топлива как (0)η / ,oil oil= ρ ρ  то полное сгорание 
топлива будет соответствовать 0.η =  Тогда, 
полагая, что газ находится в изотермических 
условиях, для времени его полного сгорания 
τc имеем оценку 
0
0
1 0
exp
c
oilEd k dt
RT
τ
 η = − ⇒  ∫ ∫
 
⇒
0
1 exp .oilc
E
k RT
 τ =   
                 (33) 
 
Для температуры 500 °С – τc = 2,3 с; 700 °С –  
0,4 с; 900 °С – 0,003 с. Если высота зоны пе- 
чи dh  (~0,1 м), а скорость дымовых газов Ug 
(~1 м/c), то время пребывания газов в зоне 
τ /u gdh U=  может быть как больше, так и 
меньше времени сгорания паров масла (в зави-
симости от температуры газов в зоне). Поэтому 
в каждой зоне печи будет определяться доля 
сгоревших паров масла по формуле 
 
0
1, 1;
exp , 1.
c
u
oil
g oil c
u
U E
dHk RT
τ ≤ τη = 
τ  >  τ 
     (34) 
 
Движение дымовых газов вверх по рабоче-
му пространству печи с достаточной для прак-
тики точностью мы можем учесть посредством 
уравнения неразрывности 
 
( )
div ( ( )) .g gg g g
fur
G z
U T z
t S
∂ρ δ
 + ρ = ∂
     (35) 
 
Здесь furS  – площадь проходного сечения 
печи; δ ( )gG z  – источник поступления газа в 
печное пространство, связанный с испарением 
СОЖ в стружке ([δ ]gG  = кг/(м⋅c)). Величина 
δ ( )gG z  для каждой зоны печи определяется из 
решения задачи о нагреве стружки в муфельной 
трубе. Пусть в i-й зоне печи на высоте от z до  
z + dz в единицу времени испаряется δ ( )watG z  
воды и δ ( )oilG z  масла. Согласно принятому 
допущению пары масла, образовавшиеся в му-
феле, выходят в рабочее пространство печи 
мгновенно. Туда же через фурмы печи равно-
мерно подается воздух, идущий на сжигание 
паров масла с коэффициентом избытка .oilα  
Тогда в единицу времени количество дымовых 
газов в печи на высоте z изменяется на величи-
ну ( ) (1 ) ( ) ( ).g oil oil oil oil watG z G G z G zδ = + η α δ + δ  
Начальное количество дымовых газов в низу 
печи, обусловленное только сжиганием при-
родного газа, равно: (1 ) ,
r
g gas gas gasz H
G V G
=
δ = + α  
где gasG  – расход сжигаемого природного га- 
за (кг/с). 
Уравнение (35) должно быть дополнено 
начальным условием 0UU
rHz
g == . Начальная 
скорость дымовых газов обусловлена конечной 
скоростью их истечения из горелок. Для горе-
лок, установленных в рассматриваемой печи, 
характерные скорости истечения пламени 
находятся в диапазоне 50–100 м/с. Учитывая то 
обстоятельство, что площадь проходного сече-
ния печи составляет около 1 м2, а площадь се-
чения сопла горелки ~0,02 м2, в качестве 
начальной скорости выберем величину U0 = 1 
м/c. 
В используемой в работе системе координат 
стружка перемещается в положительном 
направлении оси z, а дымовые газы – в отрица-
тельном. В рамках зональной модели будем 
рассматривать одномерное движение газа вверх 
по рабочему пространству печи. Тогда, полагая, 
что плотность дымовых газов не зависит явно 
от времени, приходим к следующим выражени-
ям для скорости газа: 
 
 
( )
;gg g
fur
G zd U
dz S
δ
 − ρ = 
              (36) 
 
( )
0 0
1 1( ) ( )
(1 ) ( ) ( ) ;
f
f
H
g g
ef g ef gz
H
oil oil oil oil wat
z
U z U G d U
S S
G G G d
= + δ ξ ξ = + ×
ρ ρ
× + η α δ ξ + δ ξ ξ
∫
∫
 (37) 
 
(1 ) .
f
g gas gas gasz H
G V G
=
δ = + α           (38) 
 
Данные уравнения должны быть дополнены 
уравнением состояния газа, в качестве которого 
может быть использовано уравнение состояния 
для идеального газа 
 
.g
g
RTp
M
= ρ                         (39) 
 
Молярная масса дымовых газов определяет-
ся следующим выражением: 
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1
1 ,
gg N
j
j j
M
M=
=
ξ
∑
                      (40) 
 
где ξj – массовая доля газового компонента в 
смеси; Ng – общее число компонентов в смеси. 
Уравнения для температуры дымовых газов 
в предлагаемой зональной модели имеют вид: 
 
,( ) ( ) ( );
g
g p g in out
dT
G z c q z q z
dz
= −         (41) 
 
( )( ) ( ) ;in oil oil oil oilq z q G z Q
+= = η δ           (42) 
 
( )
( )
( ) ( ) ( )
;
out met muf wall fur
wat oil fg
q z Q z P Q z P
q q q−
= + +
+ + +
   (43) 
 
{ }(0) (0), ,
( )
( ( )) ( ) ( ) ;
wat wat
p wat g g p wat wat wat
q G z
c T z T z c T T
= δ ×
× −
  (44) 
 
{ }
( )
(0) (0)
, ,
(1 ) ( )
( ( )) ( ) ( ) ;
oil oil oil
p oil g g p oil oil oil
q G z
c T z T z c T T
− = − η δ ×
× −
   (45) 
 
{ }
{ }
(0) (0)
, ,
(0) (0)
, ,
( ) ( ( )) ( ) ( )
( ( )) ( ) ( ) .
fg oil oil p g g g p g oil oil
oil oil oil oil p g g g p g air air
q G z c T z T z c T T
G G c T z T z c T T
= η δ − +
+η α δ −
            (46) 
Здесь )(+oilq  – удельный тепловой поток, об-
разующийся при сгорании паров масла, Вт/м; 
)(−
oilq  – тепловой поток, идущий на нагрев не-
сгоревших паров масла; watq  – тепловой поток, 
идущий на нагрев паров воды, Вт/м; qfg – то же 
на нагрев вновь образовавшихся дымовых га-
зов, Вт/м; ,met wallQ Q  – результирующий тепло-
вой поток, падающий на поверхность муфель-
ной трубы и внутреннюю поверхность стенок 
печи соответственно, Вт/м2; ,muf furP P  – пери-
метр поперечного сечения муфельной трубы и 
внутренней поверхности стенок печи соответ-
ственно, м; (0)watT  – температура кипения воды, 
К; (0)oilT  – то же масла, К; 
(0)
airT  – температура 
подогрева воздуха, подающегося на горение и 
на разбавление паров СОЖ, К. 
 
В Ы В О Д 
 
Таким образом, приведенная выше система 
уравнений является замкнутой и позволяет ре-
шить поставленную задачу – отыскать опти-
мальную высоту муфельной печи. Численный 
расчет и оптимизация параметров печи будут 
представлены в следующем сообщении. 
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